
3. март 2021.Сигнали и системи (13Е042СИС)
Вежбе (I) – Увод

1 Диференцне jедначине – Прилог

1.1 Увод
Диференцне jедначине су jедначине коjе су дефинисане над броjевним низовима

x[n] (n ∈ N). Називаjу се jош и рекурентним jедначинама будући да даjу везу
између n-тог члана и преосталих чланова низа (рекурентна/рекурзивна веза). У
том смислу, диференцна jедначина k-тог реда jе, на пример, jедначина облика:

Φ(x[n], x[n− 1], . . . , x[n− k]) = 0. (1)

Еквивалентно, овакве jедначине могу се формулисати и дефинисањем текућег у
односу на претходне и наредне чланове низа. Додатно, за jединствено решење ди-
ференцне jедначине k-тог реда потребно jе познавати k вредности низа, на пример.
x[0], x[−1], . . . , x[−k + 1] (тзв. помоћне вредности) што jе еквивалентно почетним
условима диференциjалних jедначина. Решења диференцне jедначине се у општем
случаjу не налазе jедноставно (налик на диференциjалне jедначине). Ипак, постоjи
поступак решавања за конкретан облик диференцних jедначина погодан за приме-
ну у анализи линеарних система о коме ће бити речи и у овом документу.

Наjjедноставниjа диференцна jедначина jе jедначина

x[n] = kx[n− 1], (2)

где jе k ∈ R позната константа. Уколико усвоjимо да jе x[0] = a лако се уочава
шема:

x[1] = kx[0] = ka (3)
x[2] = kx[1] = k · ka = k2a (4)
x[3] = kx[2] = k · k2a = k3a (5)

... (6)

Односно, уочава се да jе решење x[n] = kna. Практично, на основу формулациjе
такве диференцне jедначине поставља се као природно решење скалирана експо-
ненциjална функциjа x[n] = Ckn. Ово jе слично као у случаjу диференциjалних
jедначина где су природна решења облика eλx. У оба случаjа, заjедничко jе то да
под трансформациjом коjа дефинише jедначину (у случаjу диференциjалне jед-
начине то jе извод, а у случаjу диференцне jедначине то jе кашњење) природно
решење не мења облик:

eλt
d
dt−→ λeλt ∼ eλt (7)

λ
n n 7→n−1−−−−−→ λ

n−1 =
1

λ
λ
n ∼ λ

n (8)

Односно, као што решења линеарних диференциjалних jедначина треба тражити у
облику eλx тако решења линеарних диференцних jедначина треба тражити у облику
λ
n.
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1.2 Линеарне хомогене диференцне jедначине са констант-
ним коефициjентима

Обична линеарна хомогена диференцна jедначина k-тог реда са константним
реалним коефициjентима jе jедначина облика:

akx[n] + ak−1x[n− 1] + ak−2x[n− 2] + . . . a0x[n− k] = 0, (aj ∈ R) (9)

или у еквивалентном облику

akx[n + k] + ak−1x[n + k − 1] + . . . a0x[n] = 0 (aj ∈ R) (10)

Где jе познато k вредности за x[n]. Претпостављаjући облик решења у облику
x[n] = λ

n и заменом у (10) има се:

akλ
n+k + ak−1λ

n+k−1 + . . . + a0λ
n = 0 ⇒ (11)

λ
n(akλ

k + ak−1λ
k−1 + . . . + a0) = 0. (12)

Члан у загради у изразу (12) назива се карактеристичним полиномом диференцне
jедначине:

P (λ) = akλ
k + ak−1λ

k−1 + . . . + a0 (13)

Добиjени полином jе исти и за другу вариjанту диференцне jедначине као из изра-
за (9). Степен полинома одговара реду диференцне jедначине degP = k, и jеднак
jе броjу линеарно независних партикуларних решења диференцне jедначине. Зави-
сно од структуре скупа коренова овог полинома {λ1, λ2, . . . , λk} одређуjу се и сама
партикуларна решења полазне диференцне jедначине. Пошто jе посматрана дифе-
ренцна jедначина линеарна, њено опште решење jесте свака линеарна комбинациjа
њених партикуларних решења, односно:

x[n] = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 + · · ·+ Ckλ

n
k . (14)

Уколико су неки од коренова вишеструки, jасно jе онда да сви чланови λ
n
i нису лине-

арно независни. На пример, уколико jе λi = λj онда jе Ciλi+Cjλj = (Ci+Cj)λi само
jедно партикуларно решење. Показуjе се да jе друго партикуларно решење у том
случаjу nλ

n
i , односно, двоструком корену карактеристичног полинома λi одговараjу

два партикуларна решења λ
n
i и nλ

n
i . У општем случаjу корена λi вишеструкости q

њему одговараjу q партикуларних решења и то {λn
i , nλ

n
i , n

2
λ
n
i , . . . , n

q−1
λ
n
i }.

Будући да су разматрани коефициjенти карактеристичног полинома реални,
то његови евентуално комплексни корени λi = ρejφ мораjу имати комплексно кон-
jуговани пар λj = λ

∗
i = ρe−jφ. Овим двома комплексним коренима одговараjу и

два линеарно независна партикуларна решења диференцне jедначине и то су λ
n
i и

λ
∗
i
n. То се може записати и на следећи начин, применом тригонометриjског облика

комплексног броjа:

Ciλ
n
i + Cjλ

∗
i
n =Ciρ

n(cos(nφ) + j sin(nφ)) + Cjρ
n(cos(nφ)− j sin(nφ)) (15)

= (Ci + Cj)︸ ︷︷ ︸
C′

i

ρ
n cos(nφ) + j(Ci − Cj)︸ ︷︷ ︸

C′
j

ρ
n sin(nφ) (16)

Дакле, као еквивалентан пар линеарно независних решења могу се посматрати и
{ρn cos(nφ), ρ

n sin(nφ)}. На сличан начин, множењем са ni, се могу добити и парти-
куларна решења за вишеструке комплексно конjуговане полове као у претходном
случаjу.
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1.3 Резиме
За jедначине облика (10) или (9) дефинише се карактеристични полином (12)

чиjи скуп коренова одређуjе партикуларна решења према обрасцу:

• Сваком jедноструком реалном корену λi одговара тачно jедно партикуларно
решење λ

n
i .

• Сваком вишеструком реалном корену λi вишеструкости q одговара тачно q
партикуларних решења {λn

i , nλ
n
i , n

2
λ
n
i , . . . , n

q−1
λ
n
i }

• Сваком пару комплексно конjугованих коренова λi и λj = λ
∗
i одговараjу два

партикуларна решења и то {ρn cos(nφ), ρ
n sin(nφ)}.

• Сваком пару вишеструкости p комплексно конjугованих коренова λi и λj = λ
∗
i

одговараjу 2p партикуларних решења и то

{ρn cos(nφ), nρ
n cos(nφ), n2

ρ
n cos(nφ), . . . , np−1

ρ
n cos(nφ), },

и
{ρn sin(nφ), nρ

n sin(nφ), n2
ρ
n sin(nφ), . . . , np−1

ρ
n sin(nφ), }.

тиме jе исцрпљен скуп могућности за коренове карактеристичног полинома. Има-
jући свих k линеарно независних партикуларних решења xp,i[n] има се коначно
опште решење диференцне jедначине у облику:

x[n] = C1xp,1[n] + C2xp,2[n] + · · ·+ Ckxp,k[n]. (17)

1.4 Примери
Пример 1. Одредити решење диференцне jедначине

x[n]− 4x[n− 1] + 5x[n− 2]− 4x[n− 3] + 4x[n− 4] = 0 (18)

ако су познате помоћне вредности x[0] = 0, x[1] = 1, x[2] = 11, x[3] = 41.

Решење: Карактеристични полином jе P (λ) = λ
4 − 4λ

3 + 5λ
2 − 4λ + 4. Коренове

полинома степена већег од два у општем случаjу ниjе лако наћи. Ипак, постоjе не-
ке препоруке за „погађање“ корена. На пример, уколико су сви корени целоброjни,
онда мораjу делити слободни члан. Дакле, потенциjални кандидати за целоброjне
корене су у овом случаjу {1, − 1, 2, − 2, 4, − 4}. Лако се проверава да су P (1) = 1,
P (−1) = 18, P (2) = 0, P (−2) = 80, P (4) = 68, P (−4) = 612. Односно, jедан од
коренова jе 2. Да би се пронашли остали корени, потребно jе полином поделити са
(λ−2) што се може извести на више начина а наjефикасниjи jе применом Хорнерове
шеме:

λ
4

λ
3

λ
2

λ
1 1

1 -4 5 -4 4
2 1 -2 1 -2 ⇒ λ

3 − 2λ
2 + λ− 2

Поново се утврђуjе провером да jе целоброjни корен овог полинома 2, односно,
поступак треба поновити jош jедном:

λ
3

λ
2

λ
1 1

1 -2 1 -2
2 1 0 1 ⇒ λ

2 + 1
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Преостали су jош само корени полинома λ
2 + 1 што су {j,−j}.

Коначно, сви корени карактеристичног полинома су [2,2,j,− j]. Двоструком ко-
рену λ1 = 2 одговараjу два партикуларна решења и то xp,1[n] = 2n и xp,2[n] = n2n.
Конjугованом пару {j,−j} одговараjу два партикуларна решења.

{
cos
(nπ

2

)
, sin

(nπ

2

)}
Опште решење jе облика:

x[n] = C12n + C2n2n + C3 cos
(nπ

2

)
+ C4 sin

(nπ

2

)
(19)

Заменом помоћних вредности у добиjено опште решење добиjа се систем jедначина:

x[0] = 0 = C1 + C3

x[1] = 1 = 2C1 + 2C2 + C4

x[2] = 11 = 4C1 + 8C2 − C3

x[3] = 41 = 8C1 + 24C2 − C4.

(20)

Решавањем добиjеног система jедначина добиjаjу се непознате константе C1 = −1,
C2 = 2, C3 = 1, C4 = −1. Заменом у опште решење и сређивањем добиjа се коначни
резултат

x[n] = (2n− 1)2n + cos
(nπ

2

)
− sin

(nπ

2

)
(21)

�

Пример 2. Одредити решење диференцне jедначине

x[n] + x[n− 1]− x[n− 2]− x[n− 3] = 0 (22)

коjе задовољава x[0] = 2, x[1] = −1 и x[2] = 3.

Решење: Карактеристични полином jе P (λ) = λ
3 + λ

2 − λ − 1. Полином се може
директно факторисати

P (λ) = λ
3 + λ

2 − λ− 1 (23)

= λ
2(λ + 1)− (λ + 1) (24)

= (λ
2 − 1)(λ + 1) (25)

= (λ− 1)(λ + 1)2. (26)

Такав карактеристични полином има корене [1,−1,−1] на основу чега има опште
решење:

x[n] = C1 + (C2 + C3n)(−1)n. (27)

Заменом помоћних вредности добиjа се систем jедначина:

x[0] = 2 =C1 + C2

x[1] = −1 =C1 − C2 − C3

x[2] = 3 =C1 + C2 + 2C3

Решења овог система jедначина су C1 =
3

4
, C2 =

5

4
, C3 =

1

2
. Коначно решење

примера jе:

x[n] =
3

4
+

(
5

4
+

1

2
n

)
(−1)n (28)
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Пример 31. У колу сталне струjе са слике употребљени су редни отпорници R =
50 Ω и оточни отпорници 2R. Постоjи n − 1 оточних отпорника. На основу методе
потенциjала чворова (а) поставити диференцну jедначину за потенциjале v[k] =
vk. Поставити (б) одговараjуће граничне услове. Решити (в) добиjену диференцну
jедначину. Израчунати (г) отпорност Re коjу „види“ напонски генератор за n→∞.

+

R R R

2R 2R 2R

(1) (n− 1)(2)Re

v1v0 v2 vn−1 R

(n)
vg

Резултат: (а)
5

2
v[k]− v[k + 1]− v[k − 1] = 0 (б) v[n] = 0, v[0] = vg,

(в) v[k] =
2k−n − 2n−k

2−n − 2n
vg, (г) lim

n→∞
Re = 100 Ω

�

2 Софтверски алати
Софтверски алати погодни за аналитичко решавање проблема диференцних,

односно рекурентних jедначина (енг. recurrence relations) су разни. За вежбање и
проверу препоручено решење2 jе програмски пакет Maxima у коме постоjи библиоте-
ка solve_rec. За решење Примера 2 из прошлог одељка могу се користити следеће
инструкциjе:

(%i1) load("solve_rec");

(%o1) /usr/share/maxima/5.43.2/share/solve_rec/solve_rec.mac

(%i2) e: x[n] + x[n-1] - x[n-2] - x[n-3] = 0;

(%o2) x + x - x - x = 0

n n - 1 n - 2 n - 3

(%i3) solve_rec(e, x[n], x[0]=2, x[1]=-1, x[2]=3);

n 5 n 3

(%o3) x = (- + -) (- 1) + -

n 2 4 4

Инструкциjа (%i1) учитава пакет за рад са рекурентим изразима, инструкциjа
(%i2) дефинише рекурентну jедначину коjа се решава, а коначно, инструкциjа
(%i3) позива функциjу коjа одређуjе решење jедначине уз одговараjуће помоћне
услове.

Исти алат може се користити и за одређивање коренова карактеристичног по-
линома на следећи начин:

(%i1) P: x^3 + x^2 - x - 1;

3 2

(%o1) x + x - x - 1

(%i2) allroots(P);

(%o2) [x = 1.0, x = - 1.0, x = - 1.0]

1Видети и задатак 2.19 из референтне збирке задатака.
2Постоjе и друга решења, као што jе функциjа rsolve из алата SymPy, али до на знање аутора,

препоручени алат „наjбоље“ решава проблем.
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Такође, могуће jе заменити и помоћне услове „пешачки“, као на пример:

(%i1) load("solve_rec");

(%o1) /usr/share/maxima/5.43.2/share/solve_rec/solve_rec.mac

(%i2) e: x[n] + x[n-1] - x[n-2] - x[n-3] = 0;

(%o2) x + x - x - x = 0

n n - 1 n - 2 n - 3

(%i3) solve_rec(e, x[n]);

n

(%o3) x = (%k n + %k ) (- 1) + %k

n 3 2 1

(%i4) e1: rhs(%o3)=2, n=0

;

(%o4) %k + %k = 2

2 1

(%i5) e2: rhs(%o3)=-1, n=1;

(%o5) (- %k ) - %k + %k = - 1

3 2 1

(%i6) e3: rhs(%o3)=3, n=2;

(%o6) 2 %k + %k + %k = 3

3 2 1

(%i7) solve( [e1,e2,e3], [%k[1], %k[2], %k[3]] );

3 5 1

(%o7) [[%k = -, %k = -, %k = -]]

1 4 2 4 3 2

Треба имати у виду да у случаjу конjуговано комплексних коренова карак-
теристичног полинома, Maxima коначно решење представља преко партикуларних
решења {λn

i , λ
∗
i
n} уместо преко {ρn cos(nφ), ρ

n sin(nφ)}, што jе еквивалентно. За евен-
туално превођење у тригонометриjски облик може се користити веза дата изразом
(16).

За више информациjа о софтверском алату Maxima погледати и предавања старе
концепциjе предмета Практикум из софтверских алата у електроници из трећег
семестра одсека за електронику (tnt.etf.rs/~oe4sae).

3 Задаци за вежбу
1. Одредити решења следећих диференцних jедначина са задатим помоћним вред-
ностима:

(а) x[n]− 6x[n− 1] + 8x[n− 2] = 0, при чему jе x[0] = 3 и x[1] = 2;

(б) x[n]− 2x[n− 1] + 5x[n− 2] = 0, при чему jе x[0] = 0 и x[1] = 1;

(в) x[n + 4] + 2x[n + 2] + x[n] = 0 при чему jе x[i] = i за i ∈ {0,1,2,3}.

Резултат:

(а) x[n] = 5 · 2n − 2 · 4n,

(б) x[n] =

√
5n

2
sin(n arctg 2)

(в) x[n] = (3− 2n) sin
nπ

2
− n cos

nπ

2
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