BROJNI KODOVI

Zadatak 1

a) Predstaviti sledeée decimalne brojeve u BCD kodu, kodu vise 3, Gray-ovom BCD kodu,
BCD 2421 kédu i Gray-ovom binarnom kédu: 43, 0, 15, 49, 62. Za svaki od pomenutih koédova
odrediti tezinske koeficijente bita.

b) Brojeve 101001.100101, 10010011.1110101 i 1011.101001 prebaciti u decimalni brojni sistem
ukoliko se interpretiraju kao brojevi zapisani u BCD kodu, kodu vise 3, Gray-ovom BCD koédu,
BCD 2421 kodu i Gray-ovom binarnom kodu.

RESENJE:
U tabeli su prikazane cifre od 0 do 9 prikazane u BCD (8421) kédu, BCD 2421 kodu, kodu
vise 3 1 Gray-ovom BCD koédu.

Cifra | BCD (8421) | BCD 2421 | Vise 3 | Gray BCD
0 0000 0000 0011 0000
1 0001 0001 0100 0001
2 0010 0010 0101 0011
3 0011 0011 0110 0010
1 0100 0100 0111 0110
5 0101 1011 1000 0111
6 0110 1100 1001 0101
7 0111 1101 1010 0100
8 1000 1110 1011 1100
9 1001 1111 1100 1000

Kodovi prikazani u tabeli predstavljaju kodne rec¢i. Ono §to moze da se primeti je da za
svaki nacin kodovanja postoji viSe mogucih kdédova nego Sto ima kodnih redi.

Dalje, vidi se su kodovi BCD 2421 i kod vise 3 samokomplementiraju¢i, odnosno koédne
reci cifara 0-4 i cifara 9-5 predstavljaju komplementne vrednosti u komplementu maksimalne
vrednosti.

Lepa osobina Gray-ovog BCD koda je da se uzastopne kodne reci razlikuju samo u jednom
bitu, zbog cega je ovaj kod pogodan za realizacije sistema gde je bitno da prilikom rada ne
dolazi do gli¢eva.

Jos jedan nacin kodovanja je Gray-ov binarni kod. On se razlikuje od Gray-ovog BCD koda
jer vazi za proizvoljne brojeve i velicine kodnih reéi.

Jednobitni Gray-ov binarni kéd predstavljaju samo cifre 1 i 0.

Dvobitni Gray-ov binarni kod se dobija tako $to je za prve dve kodne reci bit najvece tezine
0, a preostali bit se dobija prepisivanjem jednobitnog Gray-ovog koda, dok je za druge dve
kodne reci bit najvece tezine 1 a preostali bit se dobija prepisivanjem jednobitnog Gray-ovog
kdda u obrnutom redosledu.

Na isti nac¢in se dobijaju kodne re¢i Gray-ovog binarnog kéda i za proizvoljnu duzinu n:

1) prvih 2"~ kodnih reci se dobija tako §to se za bit najveée tezine uzme 0, a preostali biti
predstavljaju kodne reci n — 1-bitnog Gray-ovog koda

2) drugih 2"~ kodnih reéi se dobija tako §to se za bit najveée tezine uzme 1, a preostali biti
predstavljaju kodne re¢i n — 1-bitnog Gray-ovog koda zapisane u obrnutom redosledu.



U nastavku su prikazane kodne reci za 1-bitni, 2-bitni i 3-bitni Gray-ov binarni kod

1-bitni | 2-bitni | 3-bitni

0 00 000

1 01 001
11 011

10 010

110

111

101

100

Drugi na¢in za dobijanje Gray-ovog binarnog kdda iz binarnog koda je sledeéi:

1) cifre datog binarnog broja se posmatraju s desna nalevo i numerigu sa 0...n — 1

2) smatra se da se na poziciji n nalazi 0

3) cifra na poziciji i u broju u Gray-ovom binarnom koédu se dobija tako §to se uradi XOR
cifara na mestima ¢ i ¢ + 1 u broju u binarnom kodu.

Kada se vraca iz Gray-ovog binarnog kéda u binarni kod, postupak je sledeéi:

1) cifra najvece tezine se prepisuje
2) sledeca cifra se dobija tako $to se uradi XOR prethodne dobijene cifre i cifre koja se nalazi
na odgovarajucem tezinskom mestu u broju u Gray-ovom binarnom kodu.

a) Koristeéi gore navedenu tabelu, dobija se

Broj BCD Vise 3 | Gray BCD | BCD 2421 G'ray binarni

43 | 01000011 | 01110110 | 01100010 | 01000011 | 101011 = 1111104
0 0000 0011 0000 0000 0
15 | 00010101 | 01001000 | 00010111 | 00011011 11115 = 10004

49 101001001 | 01111100 | 01101000 | 01001111 | 110001 = 101001¢
62 | 01100010 | 10010101 | 01010011 | 11000010 | 111110 = 100001¢

b) Prilikom tumacenja binarnih brojeva kao decimalnih brojeva zadatih u odredenom kédu,
potrebno je obratiti paznju na to da li dobijeni kédovi pripadaju kodnim re¢ima. Ukoliko
pripadaju, moguée je uraditi, ali ako neki kéd ne pripada kodnim rec¢ima, nije moguce.

Kod rada sa decimalnom tackom, cifre se gledaju u odnosu na decimalnu tacku, dok se
samo kod Gray-ovog binarnog decimalna tacka zanemaruje, pa se nakon konverzije dodaje na
odgovarajuce mesto.

Broj BCD | Vige 3 | Gray BCD | BCD 2421 G'ray binarni
101001.100101 29.94 — — — 110001.0001105 = 49.09375
10010011.1110101 — — — — 11100010.10110015 = 226.6953125
1011.101001 — 8.71 — — 1101.0011105 = 13.21875
Zadatak 2

Izvrsiti sledec¢a sabiranja decimalnih brojeva u BCD kodu: 34 + 13, 35 + 86, 1026 + 192,
529 + 432.



RESENJE:
Sabiranje BCD brojeva se vr$i BCD cifru po BCD cifru, sabirajuéi ih binarno. Ukoliko je

neka od BCD cifara veéa od 1001 (tj. 9), tada je potrebno dodati na tu cifru vrednost korekcije
0110 (tj. 6).

34+ 13:
0011 0100
+ 0001 0011
0 0111 (nema korekcije)
0011
+ 0001
0100 0111 (nema korekcije) (= 47)

35 + 86:
0011 0101
+ 1000 0110
0 1011 (potrebna korekcija)
+ 0110 (korekcija)
1 0001
0011
+ 1000
1100 0001 (potrebna korekcija)
+ 0110 (korekcija)
1 0010 0001 (= 121)

1026 + 192:
0001 0000 0010 0110
+ 0000 0001 1001 0010
0 1000 (nema korekcije)
0010
+ 1001
1011 1000 (potrebna korekcija)
+ 0110 (korekcija)
1 0001 1000
0000
+ 0001
0 0010 0001 1000 (nema korekcije)
0001
+ 0000
0001 0010 0001 1000 (nema korekcije) (= 1218)




529 + 432:
0101 0010 1001
+ 0100 0011 0010
1011 (potrebna korekcija)
+ 0110 (korekcija)
1 0001
0010
+ 0011
0 0110 0001 (nema korekcije)
0101
+ 0100
1001 0110 0001 (nema korekcije) (= 961)

Zadatak 3

a) Odrediti Hamming-ovo rastojanje kodnih reci 100 i 101, 110 i 011, 011 i 100.

b) Dati geometrijsku interpretaciju Hamming-ovog rastojanja.

¢) Koliko je Hamming-ovo rastojanje dva uzastopna broja u Gray-ovom koédu?

d) Za dekadni broj 23, odrediti sve brojeve koji su na Hamming-ovom rastojanju 1 od njega,
ukoliko je broj predstavljen u BCD kodu, kodu vise 3, Gray-ovom BCD kédu, BCD 2421 kodu
i Gray-ovom binarnom kodu.

RESENJE:
Hamming-ovo rastojanje predstavlja broj bita u kojima se razlikuju dve kodne reci.

a) Odatle sledi da je Hamming-ovo rastojanje reci
1001101 — Hd =1
1101011 — Hd =2
0111100 — Hd =3
b) Geometrijsku interpretaciju Hamming-ovog rastojanja predstavljaju tzv. n-kocke. n-kocke
predstavljaju oblike koji imaju onoliko ¢vorova koliko ima kodova, a spojeni su samo oni ¢vorovi
izmedu kojih je Hamming-ovo rastojanje kodova Hd = 1.
Za jednobitni kod, n-kocka se svodi na duz. Za dvobitni, svodi se na kvadrat. Za trobitni
predstavlja kocku.

0 1 00
‘ ‘ 010 ‘ 011/
10 11 /10 ‘/01

Slika 3.1: n-kocke

c) Posto se uzastopni brojevi u Gray-ovom kodu razlikuju samo u jednom bitu, onda je
Hamming-ovo rastojanje uzastopnih brojeva u Gray-ovom kédu Hd = 1.



d) Da bismo odredili koji su sve brojevi na Hamming-ovom rastojanju 1 od broja 23 u
razlicitim predstavama, potrebno je da broj 23 napiSemo u odgovarajuc¢oj binarnoj predstavi,
a da zatim menjamo jedan po jedan bit, i ukoliko dobijena vrednost predstavlja kédnu rec¢u u
datoj predstavi, onda se taj broj prihvata.

Kod BCD Vise 3 Gray BCD BCD 2421
23 00100011 01010110 00110010 00100011
00100010 = 22 | 01010111 =24 | 00110011 = 22 | 00100010 = 22
00100001 = 21 | 01010100 = 21 | 00110000 = 20 | 00100001 = 21
00100111 = 27 01046010 00110110 =24 0016611T
Brojevi na 0016101T 01041110 00141010 00101011 =25
Hd=1 00110011 = 33 | 01000110 = 13 | 00100010 = 33 | 00110011 = 33
00000011 =3 | 01110110 =43 | 00010010 = 13 | 00000011 =3
01100011 = 63 00016110 01110010 = 53 0116661T
1016601T 11046110 10146010 1016601T
Kod G'ray binarni
23 101115 = 111004
111015 = 101105 = 22
Brojevi na | 111105 = 101005 = 20
Hd=1 110004 = 100005 = 16
101005 = 110005 = 24
01100 = 010005 = 8
Zadatak 4

a) Predstaviti sledece brojeve u kodu sa parnom, kao i u kddu sa neparnom parnoséu: 100101,
10101011, 1101011, 110100101.
b) Koliko iznosi minimalno rastojanje izmedu dve kodne re¢i date u kodu sa parnom parnoséu?
c) Da li kod sa parnom parnosti ima moguc¢nost detekcije greske? Da li kod sa neparnom
parnosti ima mogucénost korekcije greske?

RESENJE:

Kéd sa minimalnim Hamming-ovim rastojanjem 1 nam ne pruza moguénost detekcije gresaka,
jer ukoliko dode do greske u prenosu, kod koji stigne ¢e opet pripadati kodnim recima. Zato je
potrebno poveéati minimalno Hamming-ovo rastojanje.

Pogledajmo na primeru n-kocke za trobitni kod.

Slika 4.1:
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Primer n-kocke za trobitni kod



Ukoliko proglasimo ¢vorove na slici u kojima se nalaze kruzi¢i za kodne reci u nekom nasem
kodu, a ¢vorove u kojima su iksevi za ne-kodne reci, dobijamo proizvoljan kod u kojem je
minimalno Hamming-ovo rastojanje 2. Na taj nacin, ukoliko prilikom prenosa dode do bilo
kakve jednobitne greske, moci¢emo da je detektujemo. Dakle, ukoliko je minimalno Hamming-
ovo rastojanje kodnih rec¢i nekog koda Hd = 2, imamo mogucénost detekcije jednobitnih gresaka
(preciznije, neparnog broja gresaka).

Na tom principu se zasniva i kod parnosti (parne i neparne). Kod oba ova koda se dodaje
bit najmanje tezine, koji pokazuje da li je u informacionim bitima paran (parna parnost) ili
neparan (neparna parnost) broj jedinica. Na taj nadin se dobija kod sa Hd = 2, jer ukoliko se
promeni jedan (ili neparan broj) bit, promenice se i parnost koda, ¢ime se detektuje gregka. U
tabeli je dat primer za 3 informaciona bita.

Informacioni biti | Parna parnost | Neparna parnost
000 0000 0001
001 0011 0010
010 0101 0100
011 0110 0111
100 1001 1000
101 1010 1011
110 1100 1101
111 1111 1110

a) Parna parnost:

e 10101011 — 101010111
e 1101011 — 11010111
e 110100101 — 1101001011

Neparna parnost:

e 10101011 — 101010110
e 1101011 — 11010110
e 110100101 — 1101001010

b) Kao $to se moze videti iz tabele, minimalno Hamming-ovo rastojanje izmedu dve kodne
reCi date u kédu parnosti je Hd = 2.

c) Posto je kod parnosti (i parne i neparne) kod sa Hamming-ovim rastojanjem 2, onda ima
mogucénost detekcije gresaka. Medutim, nema dovoljno informacija za korekciju gresaka, i za
to se koriste kodovi sa Hamming-ovim rastojanjem 3 i vise.

Zadatak 5

Odrediti moguénost korekcije i detekcije 1-bitnih, 2-bitnih, 3-bitnih i 4-bitnih gresaka koda
u kome je minimalno Hamming-ovo rastojanje kodnih rec¢i 4. Ponoviti zadatak za slucaj koda
sa minimalnim Hamming-ovim rastojanjem kodnih reci 5.

RESENJE:

Za kod sa Hamming-ovim rastojanjem m vazi formula
m=2c+d+1

gde je c-broj gresaka koje je mogucée korigovati, a d-broj gresaka koje je moguce detektovati.
Koristedi tu formula, za kod u kome je minimalno Hamming-ovo rastojanje kédnih reci 4 se
dobija da je moguce:



e ¢ =0, d =3 - detekcija 3-bitnih gresaka, bez korekcije

e ¢c=1,d=1 - korekcija 1-bitne greske i detekcija jos 1-bitne greske

e 2-bitne greske je moguce detektovati, ali ne i korigovati, dok nije moguca detekcija (ni
korekcija) 4-bitnih gresaka

Za kod u kome je minimalno Hamming-ovo rastojanje kodnih rec¢i 5 se dobija da je moguce:

e ¢ =0, d =4 - detekcija 4-bitnih gresaka, bez korekcije

e ¢ =1, d=2 - korekcija 1-bitne greske i detekcija jos 2-bitne greske

e ¢ =2, d=0 - korekcija 2-bitne greske, bez dodatnih detekcija

e 3-bitne greske je moguce detektovati, ali ne i korigovati, kao i 4-bitne
Zadatak 6

a) Izvrsiti korekciju greske u prijemu ako je primljena sekvenca drdgdscydscec; = 1011100
kodirana Hamming-ovim kédom sa 3 kontrolna bita.

b) Zastiti originalnu sekvencu iz prethodne tacke kodom sa Hamming-ovim rastojanjem 4.
¢) Koliko je maksimalni broj informacionih bita u kédnoj re¢i datoj u Hamming-ovom kodu
sa minimalnim Hamming-ovim rastojanjem 3, ako imamo ukupno 5 kontrolnih bita?

RESENJE:

Kao primer koda kod koga je Hamming-ovo rastojanje vece od 2, imamo Hamming-ov kod.

Hamming-ov kod se realizuje tako Sto se na odgovarajué¢im mestima ubacuju kontrolni biti,
koji imaju ulogu bita parne parnosti za odgovarajuée grupe informacionih bita. Ukoliko imamo
i kontrolnih bita, kod koji se Salje moZe da ima najvise n = 2° — 1 bita, odakle sledi da je sa i
kontrolnih bita moguce zagtititi najvise d = 2° — i — 1 informacionih bita.

Gledano na primeru Hamming-ovog koda sa ¢ = 3 kontrolna bita imamo n =71 d = 4.

d7 d6 d5 C4 d3 Co C1
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Slika 6.1: Kontrolni biti u Hamming-ovom kodu

Kontrolni biti u Hamming-ovom kddu se postavljaju na mestima koji su stepen broja 2.
Svaki kontrolni bit predstavlja bit parnosti za odredene grupe bita. Ako je kontrolni bit na
poziciji 277!, onda on ne kontrolie najnizih j — 1 bita, pa kontrolife slede¢ih j bita, pa ne
kontroliSe narednih j bita i tako naizmeni¢no.

Drugi nacin za odredivanje toga koje bite kontroliSe odgovarajuc¢i kontrolni bit je sledeci:

e kontrolni bit se javlja na pozicijama koje u svom binarnom zapisu imaju samo jedan bit
vrednosti 1, odnosno koje su stepen broja 2

e odgovarajuci kontrolni bit kontroliSe sve bite ¢ija pozicija u svom binarnom zapisu ima
bite vrednosti 1 na istoj poziciji gde je i bit vrednosti 1 u binarnom zapisu pozicije
kontrolnog bita.



Drugi nacin za posmatranje Hamming-ovog koda je kroz Veneove dijagrame.

avi

Slika 6.2: Tumacenje Hamming-ovog koda pomocéu Veneovih dijagrama

Na dijagramu su prikazani kontrolni i informacioni biti, kao i veze izmedu kontrolnih i
informacionih bita.

a) Posto je pristigla sekvenca 1011100, potrebno je proveriti vrednosti kontrolnih bita.

e 1011100 - bit ¢4 ukazuje na gresku, poSto je parnost neparna
e 1011100 - bit ¢o ne ukazuje na gresku, posto je parnost parna
e 1011100 - bit ¢; ukazuje na gresku, poSto je parnost neparna

Ukoliko se pogleda gore navedeni Veneov dijagram, vidi se da biti ¢4 i ¢; zajedno kontrolisu bit
d7 1 ds, tako da su oni kandidati za bite u kojima je doslo do greske. Posto bit ¢y kontroliSe i
bit d7, onda on nije pogresan, veé¢ je do greske doslo u bitu ds. Poslata (ispravna) vrednost se
dobija invertovanjem bita ds, tako da je poslata sekvenca 1001100.

Drugi nacin za utvrdivanje bita na kojem je doslo do greske je gledanjem kontrolnih bita.
Ako se svakom kontrolnom bitu koji pokazuje da nije doslo do greske pridruzi 0, a svakom koji
ukazuje na to da je doslo do greske pridruzi 1, prostim citanjem dobijenog koda moguce je
utvrditi na kom bitu je doslo do greske. U ovom slucaju, dobijamo cscoc; = 101, odakle sledi
da je greska na bitu ds.

b) Da bi se zastitila ova ista sekvenca kodom sa Hd = 4, potrebno je dodati kontrolni bit, a to
je najjednostavnije uciniti ako se doda bit parnosti za celu sekvencu, pa bi potetna (ispravna)
sekvenca izgledala

d7 d6 d5 Cq d3 Ca O
1 0 0 1 1 0 0

S

c) Posto je reteno da imamo ¢ = 5 kontrolnih bita, maksimalan broj bita koji je moguce
poslati je n = 31, odakle se dobija da je maksimalan broj informacionih bita

d=2"—i—1=31—-5=26




